DIE GEOMETRISCHEN ORTE DER ACHSEN PERSPEKTIVER STRAHLENBÜSCHEL IN BEWEGUNG by Vigassy, Lajos
DIE GEOMETRISCHEN ORTE DER 
ACHSEN PERSPEKTIVER STRAHLENBÜSCHEL IN 
BEWEGUNG 
yon 
L. VIGASSY 
Lehrstuhl für Darstellende Geometrie. Tl} Budapest 
Eingegangen am 12. Februar 1979 
1. Zwei Strahlf.'nbiiE'ehel (PI und P 2) werden als perspektiY bezeiehnet, 
wenn die Sehnittpunkte der entspreehenden Strahlen (al' b1' Cl und a 2, b2, c2) 
in einer Geraden eI2 liegen (Ahh. 1). Aus dieser Definition folgt, daß ~ie Ver-
hindungsgerade (Cl und c2 ) der Träger PI und P 2 der heiden Strahlenhüschel 
sieh seIhst entsprieht (cIJ. Da eine Gerade eI2 dureh zwei Punkte (A, B) schon 
hestimmt ist, kann folglieh yon elen perspektiyen Strahlenhiiseheln keine wei-
tere Gerade frei gewählt werden. 
A B 
Abb. 
Wird der Träger P 2 des zweiten Strahlenhüschels in einen anderen Punkt 
P 3 der Ebene verlegt, jedoeh in der W-eise, daß das Stralzlenbiischel mit dem 
Träger P 3 Zll dem Stralzlenbiischel mit dem Träger P 2 kongruent bleibe, dann wer-
den im allgemeinen die Strahlenbüschel PI und P3 nicht perspektiY hleihen 
(Ahh. 2). Es ist bekannt, daß in diesem Falle die heiden Strahlenbüschel als 
projektiv bezeidlllet werden, wobei der geometrische Ort der Schnittpunkte 
der entsprechenden Geraden ein Kegelschnitt ist. 
Im weiteren sei das Strahlenbüschel mit dem Träger PI fest, das Strah-
lenbüsche! P 2 bewege sich aber in der Weise, daß 
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1. P 2 in verschiedene Punkte der Ebene (P3 , P 4 ••• ) zu liegen komme; 
2. mit dem Strahlenbüschel P ~ kongruent und 
3. zu dem Strahlenbüschel P 1 perspekth- bleibe. 
Gesucht wird die neue perspektive Achse 1'13' 
Abb. :: 
2. \Verden in dem einen Strahlenbiischel zwei aufeinander senkrechte 
Strahlen angesetzt, so werden die diesen im perspektinn Strahlenhiischel 
entsprechenden Strahlen im allgemeinen nicht senkrecht sein. Es ist bekannt, 
daß es in dem einen Strahlenbüschel immer zwei senkrechte Strahlen gibt, 
deren Gegenstücke auch aufeinander senkrecht sind (11 _ r 1 und 12 i- r 2 in 
Abb. 3). Da "in solches aufeinander senkrechtes Geradenpaar stets vorhanden 
ist, werden im weiteren die perspektit-en Stralzlenbiisclzel durch die Stmlzlen 
P1(cdlrl) und PJc:!.q:!.l':!.) angegeben. 
Abb. 3 
3. Gegeben sind zwei perspektire Strahlenbüschel : P l( Cdlrl) und P z( c 2121' 2)' 
Die perspektire Achse ist e1 :!.. Verschieben lcir nun das perspektive Strahlenbü-
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sehel P 2 ZU sich selbst parallel die sich selbst entsprechende Gerade c 12 entlang in 
eine beliebige Lage P 3 • Gesucht wird die perspekti~'e Achse e13 (Ahb. 4,). 
So erhält man statt dem Strahlenbiischel P 2 das Strahlenbiischel P3 • 
r, 
q2 
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Abb. 4 
Wegen der Verschiebung in eine besondere Richtung ist e3 = C l' 
Da q;j zu q 2 parallel ist, gilt P1P2 = P 1Q12 P2P3 Q12Q13 
P j R12 P 1Q12 
R 12R 13 Q12Q13 
Daraus folgt, daß 
Das ist nur möglich, wenn e13 zu e12 parallel ist. 
I. Wird das eine perspektive Strahlenbüschel die sich selbst entsprechende Gerade 
entlang verschoben, bleibt die neue perspektive Achse zu der ursprünglichen 
parallel. 
Das ist kein neuer Zusammenhang, den wir aber noch brauchen werden. 
4. Gegeben seinen zwei perspektire Strahlen büschel: PI und P 2' Verschieben 
wir P 2 in einen beliebigen Punkt P 3 in der Weise, daß es zu PI perspektir bleibe 
(Abb. 5). 
Das ist dadurch bedingt, daß d1 _ d3 d. h. die Yerbindungsg~rade der 
Zentren PI und P 3 sich selbst entspreche. Das ist nur möglich, wenn das 
Strahlenbiischel P 3 im Verhältnis zu P 2 verdreht ist. P 2 ist zu P 3 kongruent, 
daher gelten: 
r2d 2 <:: = r3d3 <:: = r{ und c3r3 <:: = c2r2 <:: = q1e12 < = 7.. 
6 Periodica Polytedmica Ardütccture :'!:)f2-~~ 
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Daraus lassen sich 1'3 und q3 graphisch darstellen. Die perspektive Achse 
der Strahlenbiischel PI und P3 ist die Gerade e13 = iQ13R13i. SO'wohl PI als 
auch P3 liegen in der Kreislinie mit dem Durchmesser R 13Q13,' also ist aufgrund 
der Umfangswinkel auf demselben Bogen: 
<D .0:: 
/-
<,I Ö ci," 
d13 
Abb . . )
Damit i"t in Q13EQI~ <:' = el3el~ 
Strahlenbüschels PI im Verhältnis zu 
PIP~Rl~ .:::: = '7., gilt: 
Cf ; 
= ({ -'- '7., wobei durch 'l. die Lage des 
der Achse 1'1 ~ gekennzeichnet wird. Da 
Die sich selbst entsprechenden Geradenpaare sind CI2 im System PIP 2' 
und d l3 im System P I P 3 • Daher läßt sich das obige Ergebnis wie folgt formulie-
ren: DUTch die alte und die neue Achse zrird ein Winkel gleicher Größe gebildet, 
zeie durch die neue und die alte sich selbst entsprechende Gerade. 
::\lacht also die Gerade d~, welche die Lage yon P3 be~timmt, einen Winkel 
nm 180", dann nimmt die Achse eI3 alle möglichen Richtungen an. Somit gibt 
es keine zwei Punkte P~, die mit PI die gleiche Achse bestimmen würden. 
Auch im weiteren werden wir uns nur mit gleichgerichteten Strahlenbü-
schein heschäftigen. 
5. Gegeben sind zwei perspektire Strahlenbüschel PI lind P 2' Gesllcht wird der 
TFinkel ({ O' bei dem die Verbindungsgerade dI3 der Zentren P l und P;l parallel zu 
der Achse eI3 ist (Abb. 6.) 
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\Vegen der Kongruenz gilt: 
-Wegen der C mfangswinkel in der Bogenlinie P lR13 ist: 
Da d 13 .. e13 , ist 
Schließlich ergibt sich 
Abo. 6 
d;jr3 
q1eI3 
1"2d 2 
< 
:;: 
<~ 
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= qlel:~ -s: (P 0 
q1d13 -< = (Po 
-- d I3q1 .< = (Po' 
emden gesuchten \Vert IJ {) zu finden, setzen wir Cf als Veränderliche an, 
jedoch in der Weise, daß diese in den beiden Strahlenbüschen gleich hlciJw. 
So werden die aus den Geraden d erhaltenen heiden Strahlcnhüschel in entge-
gengesetzter Richtung kongruent, also projektiy sein. Die beiden Strahlenbii-
schel ergeben in e12 zwei projektive Punktreihen, deren Doppelpunkte K, K X 
die gesuchten Geraden d liefern. 
Beachten wir, daß der eine ·Winkel des Dreiecks P IKR12 <;:. = 'l. +rro ist, da 
er ja der Außenwinkel des Dreiecks P1KQ12 ist. Auch der Peripherienwinkel 
des Krei8es der Punkte P IP 2K bei P 2 ist 'l. -\- IJ O' Daraus folgt, daß e12 die 
Beriihrungslinie der Kreislinie in K ist. 
K wird also wie folgt graphisch dargestellt: Die Beriihrungspunkte der 
durch die Punkte PI und P 2 durchgehenden und e12 berührenden heiden Kreise 
sind K und Je. Da das Strahlenhiischel der d-s entgegengesetzt ist und e12 die 
Träger nicht trennt, hat die Aufgabe stets (zwei) Lösungen . .. VIan l'erstößt also 
nicht gegen die Allgemeingültigkeit, wenn die Träger PI lind P 2 im lceiteren so 
gewühlt werden, daß die Gerade PIPI = C12 zu e12 parallel sei. 
6. Gegeben sind zwei perspektire Strahlenbüschel PI und P 2 in der Weise, 
daß C 12 parallel ;:;u (;>12 spi. Ermitteln Ich graphisch P;j so, daß d13 parallel ;:;u e13 
sei (Ahh. 7). 
6* 
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Von den beiden Lösungen des yorigen Punktes ist die eine bekannt, da ja 
c12 ! e12 • Damit läßt sich d13 leicht darstellen. Es sei P 1P 3 d13 die Gerade, 
diee12 im Mittelpunkt D des Kreises k12 schneidet. In diesem Falle ist das 
Dreieck PIDP 2 gleichschenklig. Damit ist 
ö 
Abb, 
Wie wir gesehen haben, ist aber 
So ist e13 parallel zu d 13' 
In der Abbildung ist PIPa = P 1P 2 daher ist R 12 R I :) der Schnittpunkt 
,"on e12 und e10 ' 
7. Gegeben sind zwei perspektive Stmhlenbiischel PI und P 2' Verschieben wir 
P 2 in einen beliebigen Punkt Ps' so dal3 es zu PI perspektir: bleibe. Es soll bewiesen 
l('erden, daß der Schnittpunkt E VOll eI2 und e13 in der Kreislinie der PlInkte 
P 2 P;jD liegt. Da Ps zu P 2 kongruent ist (Ahb. 8), gilt 
Daher befinden sich die Punkte P 2P 3CDQ 23R23 auf derselben Kreislinie k. 
Da aber auch 
STRAiILESBCSCHEL 155 
und die Größe der ""Winkel auf der Bogcnlinie CD q: :t. ist, liegt Punkt E in der 
Kreislinie k. 
8. Gegeben sind zwei perspektive Strahlen büschel P j und F 2• Legen u'ir auf 
diese beiden Triigel' einen beliebigen Kreis k. Es soll belriesen lcerden, in lrelchem 
r5 Q" 
.. /~./ ... 
\ 
oe ~) C;: / k;: 
oe 
- ,~-r:-, Q., u q, 
c!z d 13 
Abb. 8 
PlInkt dieses Kreises auch immer der Punkt P 3 angenommen lcird, el3 immer in 
demselben Punkt E die Gerade e l ~ schneidet. 
Durch die Tangente in P ~ des Kreises k wird E ausgeschnitten (AbI>. 9). 
Es sei P ~P3Pl <,:: I .. Daraus folgt, daß für jeden beliebigen Punkt 
P 3 des Kreises k auch DP3P~ -< = i .. 
Es sei E der andere Schnittpunkt des Kreises k3 der Punkte DP;lP~ mit 
1'12' dann ist auch der Ergänzungswinkel des Umfangswinkels in Punkt E 
156 UCASSY 
gleich ; .. Da aber CI2 zu eH parallel ist, ist die Gerade P 2E die Tangente des 
Kreises k, die jedoch yon der Lage des Punktes P 3 in der Kreislinie k unabhän-
gig ist. Daher ergibt sich: 
Abb. 9 
n. Wird durch den Punkt P 3 ein durch die Punkte PI und P 2 durchgehender, 
heliehiger Kreis k heschriehen, so hilden die entsprechenden perspektiven 
Achsen ein StrahlenhüscheI, dessen Träger ein hestimmter Punkt E von eI2 ist. 
Entartet der Kreis k zu der Geraden C12' dann wird der Punkt E ein 
idealer Punkt yon e l ~ sein, da ja dann e l3 el~' 
9. Gegeben sind :acei perspektire Strahlenbiisclzel PI und P 2' W-O lcerden die 
geometrischen Orte der perspektiven Achsen liegen, wenn P 3 die Kreislinie k 
beschreibt, in der PI liegt, P 2 jecZoch nicht? 
'Vählen wir zuerst P 3 in der Weise, daß die Gerade PI Ps durch den :Mit-
telpunkt D des Kreises k gehe (Abb. 10). ~Ian weiß, daß dann el3 l: d I3 ist. 
:\Ian weiß aber auch, daß dann der Punkt E = (e I2eI3 ) durch die Tangente in 
P ~ des Kreises PIP 2P3 (k*) aus der perspektiyen Aehse el2 ausgeschnitten wird. 
tbel'gehen \\'ir nun auf das System P I P 3eI3• Hier sitzt der Kreis kauf 
heiden Trägern, so wird also der Punkt E* aus el3 durch die Tangente in P 3 des 
Kreises k ausgeschnitten, in der die zu sämtlichen Punkten des Kreises k 
gehörenden perspektiyen Achsen liegen. Es darf daher ausgesagt werden: 
IH. Fährt P 3 über einen in P 1 liegenden, jedoch nicht in P 2 liegenden, heliebigen 
Kreis, dann stellen die geometrischen Orte der perspektiven Achsen ein 
StrahlenhüscheI dar. 
\ 
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\! 
E''4j 
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10. Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbüschel PI und P~. Welche sind 
die geometrischen Orte der perspektiren Achsen eIl' n·e71n P 3 über eine Gerade p 
führt, die nicht an P j sti!/h? 'Vählen wir in Abb. 11 zuerst eine Gerade p, die 
an P~ stößt. Der dureh den zu dem Punkt PI des Kreises k12 gehörenden Kreii:-
durchmesser dI3 aus p ausgeschnittene Punkt sei P 3 • !\lan weiß, daß dann 
eU ! d I3 und e13 durch den Punkt E 3 geht, der durch die Tangente in P ~ des 
Kr~ises PIP ~P~ aus e12 ausgesehnitten wircl. 
Wählen wir nun in der Geraden p eincn ganz heliehigen Punkt P 4 und 
stellen wir die entsprechende perspekth-e Achse Cu graphisch dar. 
Durch die Tangente in Punkt P 2 des Kreises PI P ~Pl ·wird aus C12 der 
Punkt E.1 herausgeschnitten, in dem die unbekannte Gerade e1-1 die Gerade e12 
schneidet. Das ist nun schon ein Punkt yon e1l" Da eI3 d I3 ist, wird im System 
P j P 3 durch die Tangente in Pa des Kreises P j P 3P j aus i'1;, der Punkt Er ausge-
schnitten, in dem die unbekannte eu die Gerade el~ schneidet. Die Yerbindungs-
gerade yon E.1 und E.t wird die perspektiye Achse eIl sein. 
Der lVIittelpunkt K 1 des Kreises PI P 2Pj hefindet sich einerseits in der 
oberen Senkrechten 0 des Abschnitts P jP 2' anderseits in der JIittelsenkrechten 
im Halbierungspunkt F j des Abschnittes PIP.j • Andert P j seinen Ort in der 
Geraden p, wird auch EI in der Geraden e12 an einem anderen Ort liegen. 
Es wird yersucht, einen Zusammenhang zwisehen den Punkten P j der 
Geraden p und den Punkten E j der perspektiyen Achse eI2 zu suchen. 
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Es ist klar, daß die Reihe der Punkte P 4 zu der Punktreihe F.1 perspektiv 
ist. Die Punktreihe F.1 liegt in einer Geraden f, durch welche die Entfernung 
P1p halbiert 'wird und die zu P parallel ist. So kann ausgesagt werden, daß P j 
der Fokus einer Parabel ist, deren ScheiteItangente fist und deren Tangenten 
die Halbierungssenkrechten F4K.! sind. Zu diesen Halbierungssenkrechten, also 
zu den Tangenten der Parabel gehört auch die Gerade o. Da zwei feste Tangen-
ten 0 und f einer Parabel durch die anderen veränderlichen Tangenten in einer 
o 
--
- ..... -:~ ............. 
--
--
Abb. 11 
projektiyen Punktreihe geschnitten 'werden, darf ausgesagt werden, daß di" 
Reihe der Punkte F.j und jene der Punkte K 1 projektiv sind. Zu der Punktreihe 
K 1 ist jedoch das in P 2 liegende Strahlenbüschel 5.1 perspektiv, da diese Strah-
len die Radien der je'weiligen Kreise sind. Auf jeden Radius steht die zum 
Tangentenpunkt P 2 gehörende Tangente t.1 senkrecht. Daher ist das Strahlenbü-
sehel der Tangenten zu dem Strahlenbüschel der Radien projektiv, da sie ja 
um 90:) yerdreht sind. Durch das Strahlenbüschel der Tangenten wird aus ("12 
die Punktreihe E j ausgeschnitten. 
Ausführlich angeschrieben: 
PI·· F i ·· K l ·· S.1 •• t j •• 
also 
P j •• E! .. 
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::\ ach dem gleichen Gedankengang darf ausgesagt werden, daß P,j" /\ E: .. 
Durch Summierung der heiden Ergdmisse ergibt sich: 
E j • • -Ei·· 
So erhält man in den GI>radell 1'1:2 uml 1'1:) z\\-ci projektive Punktreihnll. 
Lntpr 4 haben wir jpdoch gesehen, daß 
Wird also für ej4 eine beliebige Richtung gn\-ählt, läßt ,.ich zu dieser 
stets ein einziger Punkt p.1 konstruiert>n. da ja eine Gerade rlie Gerade p nur 
in einem einzigt'n Punkte sehnt'iden kann. Eine solche Gerad,' ist aJwr auch 
in jedem Falle' '-orhancIen. Somit ist der gesucht(> gpometrischc Ort pinn 
Pan/bel. 
\\'enn sich schließlich die Geradp p auch an P:! nicht anfügt, so schneid pt 
sie Cl:! in (>inem Punkt P'.;' Dazu gehört eine Gerade ci':!, die parallel zu el :! ist. 
In diesen System tritt jedoch :,chon ein Fall ein, in dem sich p an P; anfügt. 
::\un kann bereits die gesteilte Frage beant,\-ortr>t werden: 
IY. Der geometrische Ort der zu den Punkten einer heliebigen, sich nicht an P:2 
fUgenden Geraden perspektiven .-1,.chsen ist eine Parahel. 
1L In Abb. 12 sind die Icesentlichen Daten einer Parabel graphisch dargestellt, 
die durch die zu den PII7Ihten einer in P 2 sit::.enden Ger(/(!en p z'on allgemeiner 
Loge ,flehörp71(!pl1 perspektiZ"f'n _-lchsl'l1 bi:stim71lf lfird. 
E~ ist IJPkannL daß zu der Parabel aus jedem beliebigen Punkt der 
Leitlinie zwei Tangent,>n geführt ,\ (>rclpu köunen. die aufeinander senkreeht 
stehen. 
Eine beliebige Tangente sei gerade e]~. Zu dieser wird die Senkrechte e]:', 
sdührt. Da c'2d~ = el3f'j'l ':. und dit~:'t'r 'Winkel im \-orliegenden Falle 
gerade 90c ist. kann cl ~ gezeichnet 'H'rden. Durch letztere wird d 1 und durch 
diese P 3 bestimmt. Durch die Tangente t 3 in P'2 des Kreises PjP '2P3 'I-irel E3, 
der Schnittpunkt yon e] '2 mit ej3 aus el~ ausgesehnitten. Da el3 zu el~ senkre~ht 
steht, ist E 3 bereits ein Punkt der gesuehten Leitlinie; 
Da r1 und q1 im Punkt PI aufeinander senkrecht stehen, gelten naeh 
clem gleiehen Gedankengang (qIP) = P ö und (rIP) = Pj' Durch die TangPllte 
t j in P'2 des Kreises PIP ~PJ wird aus e1 '2 (lPr Punkt E 1 ausgeschnitten. Dm'ch 
die Tangente t 5 in Pol des Kreises P1P'2P" wird aus e l :! der Punkt E 5 aus§:p-
schnitten. Aufgrund der Gleichh(~it c'2d'2 . = 1'1:Je12 <:: ist c~r'2 <:: = e1Je L , /' 
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und c 2Q2 -< e ISe I2 <. So stehen e g und eIS aufeinander senkrecht, und ihr 
Schnittpunkt ergibt einen anderen Punkt der Leitlinie. 
Die Leitlinie auf eine beliebige Tangente gespiegelt, erhält man Geraden, 
die dureh den Fokus F gehen. 
12. Es ist jedoch kein Zufall, daß in Abb. 12 der Tangentenpzml..t der Parabel 
in eu mit dem Schnittpunkt E der Geraden p lind eI2 gerade zlisammenj'iillt. 
"-
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Es ist bekannt, daß der Schnittpunkt zweier einander unendlich nahe 
liegender Tangenten der Tangentenpunkt ist. Es sei X ein Punkt der Geraden 
p, der zu P 2 unendlich nahe ist. Zu P 2 gehört die Parabeltangente eIZ • Die 
Tangente in P 2 des Kreises der Punkte P IP 2X ist die Gerade p seIhst, durch 
die aus eI2 ein Punkt der zu X gehörenden Paraheltangente ausgeschnitten 
wird. Diese Tangente wird zu elZ unendlich nahe sein, daher ist der Schnitt-
punkt der heiden Tangenten wegen des Grenzübergangs dtr Tangentenpunkt 
seIhst. 
13. Wir haben gesehen, daß im allgemeinen zu jeder Geraden der Ehene eine 
durch die perspektiven Achsen als Tangenten gehildete Parahel gehört. Um 
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einen Zusammenhang zwi;;:chen die:::en Parabeln zu finden, wurde ein recht-
winkliges Koordinatensystem angenommen, wo der Koordinatenursprung P ~ 
und die x-Achse C12 ist. 
Der heschränkte r mfang dieses Beitrags 'würde die Beschreihung un-
serer rntersuchungen nicht ge:::tattell, daher sollen hier ohne jede Bev;eis-
führung nur die Ergebnisse stehen. 
V. Die Fokusse sämtlicher ParaheIn liegen in derseIhen Kreislinie, deren 
Mittelpunkt sich auf der .v-Achse hefindet. Der Kreis geht durch den Punkt Pp 
Die Gleichung die:::;>" Kreises lautet: 
x2 - {'1'-.2. 
I' 
l 
C~)S2:2 X ')2 
sm :2 CI. 
·1·---
sin 27. 
VI. Die Leitlinien sämtlicher Parabeln gehen durch einen festen Punkt JJ 
mit den Koordinaten 
:\1 (- :2. cos 2x: " sinJx - cos'!x 
sin x - cos ce 
wohci durch CI. die n·latiy(' Lage yon P1P 2 zu e12 festgelegt wird. Der 
Radius ,"on k12 ist gleich der Einheit. 
In [1] S. :213-214 wird die Parabelschal' behandPlt. Unter diesel' wird 
die Gesamtheit der Paraheln yerstanden, 'wPlche die Geraden an den drei 
Seiten eines Dreiecks berühren. Hier gelten folgende zwei Zusammenhänge: 
l. Die Fokusse der zu der Parahelschar gehörenden sämtlichen Paraheln 
liegen in der um das Dreieck geschriebenen Kreislinie. 
2. Die Leitlinien r sämtlicher zu der Parabelschar gehörender Parabeln 
berühren den Höhenpunkt JI des Dreiecks. 
Im yorliegenden Falle ist eine der Geraden des Tangentendreiecks ('12' 
die sämtliche Parabeln herülut. Die heiden anderen Seiten des Dreiecks sind 
imaginär. Der reelle Schnittpunkt dieser beiden imaginären Geraden ist PI' 
der also die e12 gegenüberliegende Ecke des Dreiecks darstellt. 
Da der Fokussenkreis ('12 nicht schneidet (deshalb sind die heiden 
anderen Seiten des Dreieeks imaginär), wird durch diesen auf e12 eine ellip-
tische Inyolution mit dem :\littelpunkt 0" induziert (Ahb. 13). Das ist der 
dem Kreis am nächsten liegende Punkt yon ('1~' Der Ahschnitt P10" ist eine 
der Schwerlinien des Dreiecks, die im Verhältnis :2 : 1 durch den Schwerpunkt 
S geteilt ist. Da der l\Iittelpunkt des Kreises, der um das Dreieck geschrieben 
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'werden kann: J( und der Höhenpunkt J1 ist, liegen die Punkte :v1: S, I{ in 
der Eulerschen Geraden und 
111S : SI{ = :2 : 1. 
Schließlich liegt das auf clie Seite e12 des Dreiecks fallende Spiegelbild 
lvf* des Höhenpunktes j\I tatsächlich in der KreiFlinip. 
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Abb. 13 
k 
14. Die bisherigen Feststellungerr über die Parahelschar können auch durch 
einen anderen Gedankengang hekräftigt werden. Es ist bekannt, daß durch 
Yier gemeinsame Tangenten eines Kegelschnitthüschels ein yonständiges 
Vierseit bestimmt wird, das sechs Spitzen hat. Die Yerhindungsgeraden zwi-
schen z,\-ei gegenüberliegenden Spitzen hilden ein Dreieck, welchei3 das ge-
meinsame Polar dreieck sämtlicher Kegelschnitte im Kegeli3chnitthüi3chel ii3t [2]. 
Im yorliegenden Falle handelt es sich um eine Parabelschar, yon den 
vier gemeinsamen Tangenten ist also eine die ideale (unendlich ferne) Gerade f 
der Ebene. Eine andere gemeini3ame Tangente ist die Gerade e12 , während die 
dritte und die Yierte gemeinsame Tangente (a, b) imaginär sind. Nur ihr Schnitt-
punkt PI ist reell. 
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Versuchen wir nun, das gemeinsame Polardreieck der Parabelschar, als 
die Verbindungsgeraden der gegenüberliegenden Spitzen des yollständigen 
Vierseits, darzustellen: 
u und v sind imaginär, während Cl~ reell ist. Trotzdem läßt sich der reellf' 
Schnittpunkt C der beiden imaginären Seiten graphisch ermitteln. Nach un-
'~" 
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C : 
1 
Abb. 14 
164 nGASSY 
serer Annahme sind u ' a und 1: b, daher bilden die Geraden abuv ein Paralle-
logramm mit einer Spitze PI und dem ~Iittelpunkt 0*, welcher der Mittelpunkt 
der Involution in el~ ist. Das ist aber die Projektion von P 2 in der Geraden eI~' 
Wird also PI aufOx abgespiegelt, erhält man C. C und C12 stellen die einzige reelle 
Spitze bzw. reelle Seite des gemeinsamen Polardreiecks dar. 'Werden also von 
C aus zu einem beliebigen Glied der Parabelschar Tangenten geführt, so liegen 
die Tangentenpunkte Tu T I5 in der Geraden cIZ ' 
15. Für einen Sonderfall wird diese Kom:truktion auch durchgeführt. p sei 
parallel zu der Geraden PIO. Das Dreieck OE12P 2 ist gleichschenklig und 0* 
ist der Halhierungspunkt der Grundlinie. Da P10* O*C, ist P I OCEI2 ein 
Parallelogramm. Damit liegt C in der Geraden p und der Halhierungspunkt 
des Abschnittes P 2C ist E IZ' 
Suchen 'wir nun die Paraheltangente (perspektive Aehse), die zu dem 
Zentrum P 4 = (pr I ) gehört. 
Durch die Tangente in P z des um das gleichschenklige Dreieck PIP 2P4 
geschriehenen Kreises wird aus 1'12 der Punkt EI,! am geschnitten, den die Para-
heltangente eu berührt. Da das Dreieck gleichschenklig ist, i:ot die Kreis-
tangente in P 2 parallel zu r l und bildet mit ('li einen Winkel 90:: - CY.. ::'iach 
dem Prinzip: c 2d 2 <::: 1'141'12 -< ist e1<1e12 = 7.. In diesem Falle ist aber el! 
senkrecht zu der Kreistangente in P 2' Das ist nur möglich, wenn E;j ein 
Punkt des Kreises mit dem Durchmesser P 2C ist, d. h. 1'14 durch C durchgeht. 
Daraus folgt, daß eH eine aus C zur Parabel führhare Tangente ist. 
Durch einen ähnlichen Gedankengang läßt sich das auch von der zu P 5 
gehörenden Geraden 1'15 heweisen, wo P 5 der Schnittpunkt ,'on p und CJj ist. 
Da die Gerade p parallel zu dl3 und somit auch zu 1'13 ist, entspricht ihr 
im System P I P3 eine Parabel mit zu e13 paralleler Achse. JIit anderen ,'i/orten 
bedeutet das, daß die Gerade p der Durchmesser unserer Para hel ist. Es läßt 
sich erkennen, daß der in diesem Durchmesser liegende Parabelpunkt E 12 
und die Tangente in diesem Punkte 1'12 ist. Da jedoch Cl:! parallel zu Cl:! ist, 
ferner E l2 die Entfernung CP 2 halbiert, sind die Tangentenpunkte der Tan-
genten eu und el5 die Endpunkte der Parabclsehne Cl2 (Abh. 14). 
Zusammenfassung 
Es sind in der Ebene zwei gleichgerichtete perspektive Strahlenbüschel gegeben: PI und 
P~. PI sei fest, P~ beweglich, jedoch in der Weise, daß die beiden Strahlenbüschel stets per-
spektiv bleiben und P2 in den verschiedenen Lagen stets zur originalen Lage kongruent bleibe. 
In der Abhandlung wird nachgewiesen: 
1. Wird durch P 2 ~ine beliebige Gerade p beschrieben. so hüllen die perspektiven Achsen eine 
Parabel. 
2. Die sämtlichen Geraden der Ebene entsprechenden Parabeln bilden eine Parabej,'char. 
Das bedeutet. daß sämtliche Parabeln die Seiten eines Dreiecks berühren: sämtliche 
Fokusse liegen in der um das Dreieck geschriebenen Kreislinie: sämtliche Leitlinien gehen durch 
den Höhenpunkt des Dreiecks. Im yorliegenden Falle sind nur eine Seite und die die;;er gegen-
überliegende Spitze des Dreiecks reelL während die anderen bei den Seiten imaginär sind. 
STRAHLESB C'SCHEL 165 
Literatur 
1. KL'l'G. L.: Elemente der projektiyen Geometrie.* Budapest, 1892. 
2. YIGASSY, L.: Projektive Gt'ometrie.* Schriftenreihe "Közepiskolai Szakköri Füzetek", Buda-
pest, 1970. 150 p. 
Dozent em. L\Jos VIGASSY, H-1521 Budapest 
" In ungari"cher Sprache. 
